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3. Anailisis de Fourier en el Tiempo Discreto

La Transformada de Fourier es una de las herramientas matemadticas utiles en el andlisis y el disefio de Sistemas
Lineales Invariantes en el tiempo (SLI). Otra herramienta es la Serie de Fourier. Estas representaciones de la sefial
consisten basicamente en la descomposicién de las sefiales en términos de componentes sinosoidales (o exponenciales
complejas). Con dicha descomposicion, se dice que la sefal estd representada en el dominio de la frecuencia.

Para aquellas sefiales pertenecientes a la clase de sefiales periddicas, a dicha descomposicion se le 1lama Serie de
Fourier y para la clase de sefiales pertenecientes a la clase de sefiales de energia finita , la descomposicion es llamada
Transformada de Fourier. El anilisis para sefiales continuas en el tiempo y las sefiales que son discretas es muy
similar; como trabajaremos con imdgenes, nos enfocaremos al andlisis de sefiales discretas. De la misma manera que
en el capitulo anterior, empezaremos el andlisis en una dimensién y posteriormente extenderemos los conceptos a dos
dimensiones.

3.1. Representacion de sefiales periédicas
3.1.1. La Serie de Fourier en tiempo discreto

Una seifial discreta x(n)es periddica con periodo N si
x(n) =x(n+N) (1

para cualquier n.
El periodo fundamental es el entero positivo N mds pequefio para el cual la ecuacién anterior se satisface, por
ejemplo, la exponencial compleja e/ (2r/N)n g periddica con periodo N ya que:

TN _ JQRN)(tN) _ (2 /N)n ,j(2m) _ ,i(2n/N)n o)

y cuya frecuencia fundamental es Qo = 2w/N .
El conjunto total de las sefiales exponenciales complejas discretas que son periddicas con periodo N y que estan
relacionadas arménicamente estd dado por:

Ox(n) = o/k@m/N)n _ ,jk(Qo)n 3

donde k =0, £1,+2,, +... . . Hay s6lo N sefales distintas en el conjunto dado por la ecuacién anterior. Esto es
consecuencia del hecho de que las exponenciales complejas discretas que difieren en frecuencia por un multiplo de 27
son idénticas, es decir:

00(n) = ¢1(n) = On(n) = On+1(n) 4)

y de manera general:

Ox(n) = Oryn(n) (5)

Es decir, cuando k se cambia por cualquier mdltiplo entero de N, se genera una secuencia idéntica. Ahora bien, se
desea considerar la representacion de secuencias periddicas mas generales en términos de combinaciones lineales de
las secuencias ¢ (n).



= La Serie de Fourier en el tiempo discreto estd expresada como:
N-1 N-1
n) =Y a(n) =Y azet/Nn (6)
k=0 k=0

3.1.2. Determinacion de la Serie de Fourier en el tiempo discreto

Determinar la Serie de Fourier se refiere al proceso mediante el cual obtenemos los coeficientes a; de la Serie de

Fourier. Para esto, se multiplica la ecuacién de la Serie de Fourier en el tiempo discreto (6) por e~ Ir@n/N)n y se suman
los N términos a ambos lados de la ecuacion:
N—1 N—1
Z [x(n) _ Z akejk(Zn/N)n . e—jr(ZTr,/N)n @)
n=0 k=0
N—1N-1
Z x(n e —jr2m/N)n Z Z ake] r)(2n/N)n ®)
n=0 k=
N-1 N-1
Z x(n 6 —jr2m/N)n Z ar Z ej(kfr)(ZTr,/N)n 9)
k=0  n=0
pero
Ni’lej(k—r)(Zn/N)n: N Sik—}”:O,:ﬂ:N,:IZZN,... (10)
o 0 de otro modo
Es decir, ¢x(n) es un conjunto de funciones ortogonales. Por lo tanto la ecuacién (9) se reduce a:
Zx n)e "N — Ng, (11)
despejando a N:
1 N—1 .
4= ngz)x(n)e Jr@m/Nn. (12)
3.1.3. Resumen y ejemplos
En resumen la Serie de Fourier en el tiempo discreto esta dada por:
N-1
n) _ Z akejk(ZTC/N)n (13)

Los coeficientes espectrales a; de 1a Serie de Fourier en el tiempo discreto (realizando un cambio de variable r por

k, en la ecuacion (12)) estdn dados por:
1 N—1
Z x(n)e — jk(2m/N)n (14)

donde la Serie de Fourier en el tiempo discreto tiene las siguientes caracteristicas:

= gy son los coeficientes espectrales de x(n)

= es una serie finita de N términos

= el intervalo de k es desde O hasta N — 1 o cualquier conjunto de N enteros consecutivos.
Ejemplo: sea x(n) = ag0o(n) +a101(n) + ... + ay—10y—1(n) una serie finita de N — 1 términos.

x(n) = aoq)o(n)+a1¢1(n)+...+aN_1¢N_1(n) (15)
= a1¢1(n)+a2¢2(n)+...+aN¢N(n)



ya que
Ox(n) = OGryn(n) y

apg = dan
Por lo que en general tendremos:
Ge(n) = Oxn(n) (16)
y
Ak = kN

Ejemplo: Sea x(n) = sen(Qon),
= Si 271/ es un nimero irracional, entonces x(n) no es periédica y por lo tanto, la Serie de Fourier no existe.

= Si 271/ es un nimero racional, entonces x(n) es periédica.
Supongamos que 21t/Qo = N, entonces x(n) es periddica con periodo N y:

1 1 _.
— _— ,j@r/N)n _ = —j2rn/N)n
x(n) 2je 2je

considerando a la ecuacién de la Serie de Fourier es fécil deducir que los coeficientes a; corresponden a:

1 1
a; = — a.|=——
! 2j y ! 2j

Figura 1: Coeficientes ay.
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Si ahora consideramos que el periodo de la sefial es N = 5 se tendria la siguiente representacion:

Figura 2: Coeficientes ai, considerando N = 5.
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Ahora supongamos que é—’é = % = Q= ZT‘T’” donde m y N no poseen factores comunes. El periodo de la sefial es

N, entonces:

1 jm(2n/N)n _ 1 Jjm(27/N)n

x(n) = 2—je 2—je_
lo que implica que
1 1
am = Z y a—m = _27].

Si ahora consideramos m = 3 y N = 5 tendriamos la siguiente gréfica:

Figura 3: Coeficientes a,,, considerandom =3y N = 5.
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Del resultado anterior podemos ver que si x(7) es real, entonces:
a_j = ap* (17)
que es lo que se conoce como la Serie Trigonométrica de Fourier en el tiempo discreto.

Ejemplo: Supdngase la sefial de la siguiente figura:

A

De la ecuacion de los coeficientes espectrales de la serie de Fourier tendremos que:

1 ¢ jk(2m/N
a=y Y e’ (2n/N)n (18)
n=—N
sustituyendo m = n+ N se tiene:
12
@ = % Z o~ Jk(2m/N)(m—Ny) (19)
m=0
1 . 2N1 .
= 5 (IHRR/NIN Y g k(2 /Ny

m=0

podemos encontrar la parte ):31]\20 e~ /K2m/N)m ysando la siguiente férmula:

Nl { N Sia=1 20

OC"Z 1— N .
1;) lfaot Sla#l




por lo que se tendria:

= ! Jjk(2m/N)N| 1 — ¢ Jjk2m(2N1+1)/N
Y Ne 1 — e—Jk(2m/N)

| o K2R/2N) [QIR2RNI+1/2)/N _ o= jR2R(N1+1/2)/N]
N ¢~ JKR/2N) [oJk(2m[2N) — o= jk(2/2N)]
1 sen[2mk(N; +1/2)/N]
N sen(2mk/2N)

para k # 0,+N,£2N, ...

y
2N +1
a, = }V—'_ parak =0,£N,+2N, ...
o bien
Nay — sen[(2N; +1)Q/2]

sen(€2/2) o=
Suponiendo que 2N; + 1 = 5. Tomando N = 10 tendremos:
pa,

/L/envolvtﬂl[t
2

q,
ANV AERNVALE
o

Si N = 20 tendremos:

1) N,

4
0

3.2. Representacion de sefiales aperiddicas

3.2.1. La Transformada de Fourier en el tiempo discreto

Sea x(n) una sefial discreta no periédica como se muestra a continuacion:

x(n)

N 0 N, n

x(n) es una secuencia que tiene duracion finita. Esto es, la sefial x(n) = 0 fuera del intervalo —N; < n < Nj.

Supongamos ahora que la sefial es periédica como se muestra a continuacion:

x(n)

N o N N n

2

(22)



Una aproximacién para poder representar las sefiales no periddicas como sefiales periddicas es hacer que el periodo
sea mds grande, es decir; ¥(n) es idéntica a x(n) sobre un intervalo mds grande y entonces podemos obtener la Serie de
Fourier de la sefial aproximada, de la siguiente manera:

n) = ) aye 2N (23)
k=<N>
y con la misma aproximacion encontrar los coeficientes ay:
= Y F(n)e HCHM (24)
n=<N>

Debido a que x(n) = %(n) dentro del intervalo |n| < N; entonces podemos sustituir (n) por x(n) en nuestra aproxima-
cién:

1 M

a = — Z x(n)efjk(2n/N)n (25)
N}IZ*N]
1 & » .
= 5 ; x(n)e K2m/N) (26)
Como la envolvente de x(n) es
X(Q)= Y x(n)e (27)

entonces podemos reescribir los coeficientes a;como:

1
a = X (ko) (28)

donde Qg = Zﬁ“ Sustituyendo la ecuacion (28) en la ecuacion (23) tendremos:

in)= Y lx(on)ef'kQO" (29)
k=<N>

como Qy =2x/N o bien % = %‘g entonces sustituimos en la ecuacion (29)

x(n)zzi Y X(kQo)e 0y (30)

T =2N>

Si N — oo, entonces X(n) = x(n) y Qo — 0. De la ecuacién (30) tendremos que la variable discreta kQ tiende a Q, que
es una variable continua:
kQoy — Q

es decir, la ecuacién (30) puede escribirse cambiando la suma por una integral cuyo rango (N intervalos de %’T ) es
ahora 27:

1 .
x(n) = —/ X(Q)e™dQ 31
27 Jon
la cual se conoce como ecuacién de sintesis mientras que:

X@ =Y x(n)e i (32)

n=—oo

se conoce como ecuacion de analisis y X (Q) representa el espectro de x(n).
Para la existencia de la Transformada de Fourier se deben cumplir dos condiciones; que la sefial x(n):

oo

Y |x(n)| <o (33)

n=—oo



sea absolutamente sumable y que ademads:

Y x(n)? <eo (34)

n—=—oo

la sefial sea de energfa finita.

Ejemplo: x(n) = a"u(n) donde |a| < 1. Usando la ecuacién de andlisis tendremos

X(Q) = Z d"u(n)e "
n=—oo
o ' 1
= —j&yn = ——F
n;)(ae ) 1 —ae /%

Sia>0:

= ' —> QO

gl ° ﬂ 21

Sia<0:

Ejemplo: x(n) = a!"! donde |a| < 1

laal=1
! l | I ‘[ [ { | N .[ ‘.‘ I } } —
u "
XQ = Y dMe o Y e Y e
n=—oo n=0 ne—co



sustituyendo m = —n en la segunda suma tendremos:

X(Q) = Z(aeijg)"—&— i (aejg)m

1 n 1
1—ae 7@ 1 —ael®?
2

l—a
1 —2acos(Q) + a?

-2t -1 v FAL

. 1 |n|<N
Ejemplo: x(n) = { 0 I”} > N:

Y, a ¥,
N
X(@Q)= Y o
n=—N1
sustituyendo m = n + Njtendremos:
2Ny 2N
X(Q) = Z e IQm=N1) _ ,jQN, Z e im
m=0 m=0

o 1= o JQ2NI+1)
1—e /2
QIO g JNH1/2) [QIONI +1/2) _ g AN +1/2)]

e I2 [ A2 _ ]
sen[Q(N; +1/2)]
sen(2/2)

3.3. La transformada de Fourier en el tiempo discreto para seiales periédicas
3.3.1. Coeficientes de la Serie de Fourier como muestras de la Transformada de Fourier de un periodo

Como se habia visto antes, es posible escribir los coeficientes de la Serie de Fourier como muestras de la Transfor-
mada de Fourier de un periodo de la siguiente manera:



2n
Nak :X(kﬁ)

donde a; son los coeficientes de la serie de Fourier de %(n) y X (Q) es la Transformada de Fourier de x(n). Por esta
razén, Na; son muestras de la Transformada de Fourier de un periodo.

Ejemplo: Sea la sefal

como se muestra en la siguiente figura:

¥

Los coeficientes de la Serie de Fourier de %(n) quedan como:

1E jk(2m/N) 1
_ 2(n)e—k@m/Nn _
ax = nzzox(n)e N

Si
¥ (n) = x(n) 0<n<N-1
W7 0 otros valores de n
es decir, ¥; (n) = 8(n) y tendremos que:

=)

X(Q)= Z xi(n)e ¥ = 4 =1

n=—oo

por lo tanto se verifica que Nax = X; (k3%).
Si

x2(n) = X(n) 1<n<N
W= 0 otros valores de n

es decir, %,(n) = 8(n— N) y tendremos que:

X(Q) = Z xp(n)e I = I

n=-—oo



donde X (Q) # X>(Q), sin embargo, en las frecuencias de muestreo Q; = 2%, se cumple que

21 21
Nag = X (k==) = X, (k==
ap =X N) 1( N)

3.3.2. La transformada de Fourier para sefiales periddicas discretas

Consideremos la sefial .
X(Q) =Y 218(Q—Q—2nl) (35)

|=—oo

como se muestra en la siguiente figura:

HEERE

-4 -7 +2m QT
& 2 £ D

(C6mo se puede encontrar x(n)? Usando la ecuacién de sintesis vista anteriormente, ecuacién (31):

1 ,
xn) = o /2 X(Q)ed0 (36)
Sustituyendo (35) en (36):
1 > )
x(n) = o / Y 2nd(Q— Qo —2nl)e/*"dQ (37)
27tl:7(x,

Si escogemos el intervalo de integracién que abarca el impulso en Q = Qg + 27r, entonces:

1 . .
x(n) _ E 2nX(Q)eandQ:ej(Qo+2m)n

— /o
Supongamos ahora que x(n) = b1/ 4+ bye/2n 4 4+ b,/ entonces:
pong q

X(Q) = b ) 2n8(Q-Q —2nl)+

|=—oo

+by ) 2m8(Q—Q, —2ml) +

[=—oc0

+ o by Y, 218(Q—Q, —27) (38)

jE——

es un tren de impulsos periédicos con impulsos en Q1, Q, ..., Q,, y en miltiplos de 27 de estas frecuencias. x(n) no

es necesariamente periddica. Es periddica solo si Q; = 27;\;”" . Supongamos periodicidad:
x(n> — Z akejk(ZTE/N)n
k=<N>
= ap4a e/ ONI 4 gy 2CRINI g G (N=D2R/N) (39)
— - 2n
XQ) = a 2n3(Q —2mnl) +a 2n3(Q — — — 2wl
(©) o ¥ 28(0-200) +ar § 288(@ g 2w
+ +a i 2n3(Q — (N — 1)2—7E —2ml) (40)
N—1 N

|——oo

10



es decir:

ta
4= g
_.._E.-j
._:'::IJ
1§
—
]
ba
+d
L . F
]
r

Debido a la periodicidad de a,
= 2mk
X(Q)= 2nad(Q — —
(Q) k;m ard( N )
Ejemplo: La sefial x(n) = cos(Qon) = Je/%0" + Le=/%n,

X(Q) = i R[3(Q — Qo — 27l) + 8(Q + Qo — 21l)]

|=—oo

X(52)

Ejemplo: La sefial x(n) = ¥ 8(n—kN), los coeficientes a; = ., entonces:

X(@) = %‘ki s~ 2%

X5y

T T T T T T L
([ — 0
Py
w

3.4. Propiedades de la Transformada de Fourier en tiempo discreto

1. Periodicidad en Q con periodo T' = 27:
X(Q+2m) =X(Q)

2. Linealidad:

3. Simetria: Si x(n) es real entonces
por lo tanto

Re{X(Q)} espar
Im{X(Q)} esimpar

11
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. Desplazamiento en tiempo y frecuencia

x(n) FX(Q)
x(n—nop) (Z ) ((9)
/0"y () F X(Q-Q)

. Diferenciacién y sumatoria
F  X(Q), entonces
>
x(n)—x(n—1) z (1—e ™ )X(Q)

considere:
n
yin) = ) x(m)
m=—oo
observando que y(n) —y(n—1) = x(n)
n 1 o
entonces: m;_wx(m) z 1= e—jQX(Q> + 71X (0) k:Z_'m,S(Q —27k)
donde mX (0) Y.;°__., 8(Q —2mk) es el valor de DC resultante de la sumatoria.
Ejemplo: Sea x(n) =0(n) = X(Q) =1
u(n) =3 8(m)
m=—oo
entonces:
u(n) (i = +nk§m8(§2 — 2mk)
. Escalamiento en tiempo y frecuencia
Si x(n) i} X(Q)
considere y(n) = x(—n)
Y(Q) = Z y(n)e /¥ = Z x(—n)e
n=-—o0 n=-—oo
= Z x(m)e " = X(—Q)
Resumiendo: x(—n) F X(—Q)
>
Considere ahora
x(n/k) sines miltiplo de k
k) (n) { 0 si n no es multiplo de k

xin}

Y

12
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entonces:

Ejemplo:

()

X(k)(Q) = Z x(k)(n)e_jg": Z x(k)(rk)e_jgrk

n=—oo

r=—o0

= Y x(r)e 1K = X (kQ)

F=—o0

= X (n) (ZX(/(Q)

L}

7. Diferenciacion en frecuencia

y por lo tanto:

8. Relacion de Parseval:

donde:

nx(n)

Sea  x(n) i} X () entonces

Y )P

n=—oo

1
= — [ 1X(Q)[2dQ
5 L XK@

es la energfa de x(n)

IX(Q)[* es el epectro de densidad de energia

13
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Para sefiales periddicas, la energia es infinita. Para estos casos:
2 2
= X kP = % lal
n=<N> k=<N>

donde |
NZ":<N> [x(n)|* es la potencia contenida en un periédo

y ay son los coeficientes de la Serie de Fourier.

D

4. Representacion de sefiales de duracion finita: Transformada Discreta de

Fourier (DFT)

La transformada discreta de Fourier (DFT, por sus siglas en inglés Discrete Fourier Transform) provee un método
para transformar los datos muestreados en el dominio del tiempo a una expresion de estos datos en el dominio de la
frecuencia. La inversa de la transformada reinvierte este proceso, convirtiendo los datos en el dominio de la frecuencia
en datos en el dominio temporal. Estas transformaciones pueden ser aplicadas en una gran variedad de campos desde
la geofisica hasta la astronomia, desde el andlisis de sefiales de sonido hasta el andlisis de la concentracién de CO; en

la atmosfera.

Esta transformada puede ser calculada eficientemente en computadora digital usando los algoritmos de la Trans-

formada Répida de Fourier (FFT) que veremos posteriormente.
Sea x(n) una sefial de duracién finita como se muestra a continuacion:

x(n) es una sefial finita y no periédica. Sin embargo, como se habia visto se puede aproximar la funcién x(n) como

una sefial periédica (n) en un intervalo:

L
A

donde el periodo de la sefial %(n) es N > Nj.
%(n) = x(n) enelintervalo0 <n <Ny — 1

De la Serie de Fourier para ¥(n) podemos encontrar sus coeficientes:
ap = — Z x'(n)e—jk(ZTC/N)n
n=<N>
pero si escogemos el intervalo 0 < n < N — 1 es posible obtener los coeficientes para x(n):
1 N—-1

—jk(2n/N)n
ak:ﬁﬂ;)x(n)e Jk(2m/N)

14
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Si multiplicamos la ecuacién (52) por N tendremos la DFT de x(n):
N-1 ‘
X(k) =Y x(n)e *N" para k =0,1,...,N 1 (53)
n=0

mientras que su inversa, la IDFT (Inversa de la Transformada Discreta de Fourier) se puede obtener de la serie de

Fourier como:
1 N—1

x(n) = N Z X(k)ejk(zn/N)”, paran=0,1,...N—1 54
k=0

= donde X (k) es periédica con periodo N

= y x(n) puede interpretarse como periédica con periodo N

La relacion que existe entre la DFT y la Transformada de Fourier para sefales discretas la podemos ver a continuacion:
Sea x(n) = a" para0 < n < N — I, entonces la DFT es:

N—1
X(k) — Z anefj(ZTL/N)nk
n=0

— Z [aefj(27t/N)k]n
n=0

- i <k<N-1

Ahora, la Transformada de Fourier queda como:

oo

XQ) = Z x(n)e_jQ"

N-1
— Z aneijn

n=0
(56)
Si comparamos X (k) y X (Q) observamos que:

X() =X ()| 57)

es decir, los coeficientes X (k) son muestras de X (Q) espaciadas %’T radianes:

15
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5. Transformada rapida de Fourier

La transformada rapida de Fourier (FFT, por sus siglas en inglés Fast Fourier Transform) provee un algoritmo
eficiente para implementar la DFT en computadora. Esta transformada es ficilmente ejecutada y de hecho, es incluida
en casi cualquier paqueteria de software matematico como funcién [2][3]. Muchos libros estdn dedicados tinicamente
a la FFT y diferentes versiones de la FFT han sido propuestas; asi mismo la investigacion para hacer estos algoritmos
més eficientes atin continua y es un campo abierto. Por ejemplo, el algoritmo de Cooley-Tukey hace la FFT bastante ttil
reduciendo el nimero de cilculos de algo del orden 7> a nlog(n) con lo cual obviamente el tiempo computacional es
reducido considerablemente. El método de descomposicién usado en el algoritmo de Cooley-Tukey puede ser aplicado
a otras transformaciones ortogonales como la Hadamard, Hartley y la Haar.

Como regla, los datos a ser transformados consisten de N puntos uniformemente separados x; = x(¢;), donde N = 2"
connenteroy j= j-At donde j varfa de O a N — 1. Aunque algunas implementaciones de la FFT no requieren que N
sea una potencia de 2, este nimero de puntos es, sin embargo, el 6ptimo para la velocidad de ejecucion del algoritmo. A
pesar de que algin conjunto de datos no tenga precisamente un nimero de datos igual a 2", la técnica de zero padding
provee un medio para alcanzar este niimero de muestras sin pérdida de informacién. Ya que muchos flujos de datos son
reales, limitamos nuestro andlisis a las series de tiempo reales. Cuando los datos en el dominio temporal son reales,
los valores de las amplitudes o del espectro de potencia en cualquier frecuencia negativa son los mismos que aquellos
en su frecuencia positiva correspondiente. Entonces si la serie en el tiempo es real, una mitad de las 2" frecuencias
contiene toda la informacidn frecuencial, es decir, N/2+1 muestras.

Recordando, la DFT esta definida como:

N—1
X (k)= Z x(n)e JCHNIK parak =0,1...,N—1
n=0
podemos reescribir la ecuacién anterior como:

N—1
X (k)= Zx(n)W"k, parak=0,1....N—1 (58)
n=0

16



donde W = ¢~/2%/N) _Sabemos que W* es periédica con periodo N:

W(n+mN)(k+lN) _ Wnk’ para m’l — O7 j:] s 12,

Como notacién a partir de ahora usaremos Wy en lugar de W. Supongamos que x(n) es una secuenciaen 0 <n <N —1

donde N es potencia de 2. Entonces:
xi(n) =

x(n) =

N
x(2n),n:0,1,...,571 pares

N
x(2n+1),n=0,1,..., 3~ 1 impares

Tomando en cuenta estas consideraciones, podemos reescribir X (k) como:

X(k) = Z x(n) Wk 4 Z x(n
(ﬂ par) (n impar)
N/2—1 N/2-1
— Z 2]’1 Wan+ Z 21’l+1 2n+l)k
n=0
observamos que:
W1\2/ — [61(275/1\’)}2 — ol2m/(N/2)] Wy 2
entonces,
N/2-1 N/2—1
X(k) = Y a@Wi,+Wy Y mmWi,
n=0 n=0
= X (k) +W§Xa(k)
donde

x1(n) ](E)T X (k)
x2(n) DFT X (k)

(59)

(60)

Realizando una evaluacién sobre el nimero de operaciones que se necesitan hacer para el cdlculo de la X (k) usando la

ecuacion (58):

= El ndmero de multiplicaciones es (N —

Si evaluamos el nimero de operaciones para calcular X (k) usando la ecuacién (60):

= El nimero de multiplicaciones es N+ (5)*-2 =N+ N72

1)? mientras que el nimero de sumas: N(N —

Si N es grande, se tendrd un ahorro del 50 % de multiplicaciones. X; (k) y Xz(k) estan definidas en el intervalo 0 < k <

¥ — 1. X (k) estd definida en 0 < k < N — 1. ;C6mo encontramos X (k) para § <k <N —1?

X1 (k) + WX (k) 0<k<¥_1
X (k) =
Xi(k— )+ Wi (k— ), N <k<N-1
pero W, eI RUHT) — o iFheim — _ o= Tk — _W/\?. Por lo tanto:
Xl(k)JrWII\;Xz(k), ngg%*l
X (k)= -
Xi(k=5)+Wy *Xo(k=1%), N<k<N-—1

17
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Ejemplo: N = 8. Observe la separacién entre pares e impares.

x;(0) = x(0)
(1) = x@) 4-POINT
xy(2) = x(4) DFT
x4(3) = X(6)
xp(0) = x(1)
x(l) = xG) 4-POINT
x,(2) = X(5) ol
X5(3) = X(7)
a at+b
k
a ._b—.w aWk
b a-b

Operacién mariposa

Si iteramos el proceso del ejemplo anterior, x1 (1) y x2(n) se dividen cada una en dos secuencias, una par y otra
impar.
Por ejemplo: X; (k) para 0 < k < % —1:

Xi(k) = A(k)+WS,B(k)

= A(k) +W2*B(k)
a0) = x,(0) = x(0) ——— o.poiNT F——— AO) X4(0) X(0)
al) = x,@) = x4 ———— oFT | A(1) . WO X4(1) X(1)
b0) = x,(1) = x@) — e B(0) 2 X,(2) X(2)
o1) = x(3) = x6 —— DFT |—— g, Xi3) WD X@)
o) = x0) = x1) ———— 5 por F——— €O Xg(0) VW X(@)
R T R — L S—"() S X,(1) W %)
4O = ) = X@ ——— o 00" X2 W X(6)
d1) = x@ = x7 —— PFT b——py X,(3) X(7)

De esta manera, una DFT de N elementos (N potencia de 2) se reduce a varias DFT’s de 2 elementos. Una DFT de
2 elementos se efectiia sin multiplicaciones. Por ejemplo: a(n), n = 0, 1 entonces:

A0) = a(0)+a(l)WP
A(l) = a(0)+a(l)Wy

peroW80: 1 yWé:fl.
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En resumen se presenta el siguiente algoritmo llamado algoritmo de decimacion en tiempo.

El nimero de multiplicaciones de este algoritmo es del orden ~ %logzN . Sin embargo, las multiplicaciones in-

volucrando WY(1), [i,v / 2(—1), NN / 4( J)s 1\3/N/ 4(— Jj) son realmente sumas y restas complejas. Para calcular la FFT

solamente se requiere una localidad de memoria extra. El operador (llamado “mariposa”) para el algoritmo de decima-
cién en tiempo se muestra a continuacion:

X(0)

x4(n) 4-POINT X
DFT X@)

X(6)

X(1)

xz(n) 4-POINT X(®)
DFT X(3)

X(7)

Existe también otro algortimo llamado de decimacion en frecuencia.

N
xi(n) = x(n), n:O,l,...E—l
N
n:O,l,...,z_l

I
=
N
Jr
2

x2(n)
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la DFT de x(n) la podemos expresar como:

N/2-1 N—1
Xk = Y x(n) Wik 4- Y x(n) Wik
n=0 n=N
2
N/2—1 N/2—1 N

= Y W+ Y nmw e
n=0 n=0

N/2-1

= X bl ke M

)Ls

considerando elementos pares e impares de X (k) tendremos:

N/2-1

ZO [x1 () + x2 ()] (W)™
N/2-1
- ;) [x1 (n)+xz(”)]Wan;2
N/;l

Y [ri(n) —xa(m) Wy <Y
n=0
N/2—1
— ;) {[xl(n)—xz(n)]WNn}chl;z

X (2K)

X(2k+1)

Por lo tanto, X (2k) se obtiene de la DFT de N/2 elementos de f(n) = xi(n) +x2(n),n=0,1,....,5 — 1y X(2k+1) se
obtiene de la DFT de N/2 elementos de g(n) = [x{(n) —x2(n)|Wgt, n=0,1,..5 — 1

X(0 X(0)
2-POINT
DFT
X(1) X()
X() X(2)
2-POINT
DFT
X(3) X(6)
X(4) X(1)
2-POINT
DFT
X(5) X(5)
X(6) X(3)
2-POINT
DFT
X(7) X(7)

Iterando este proceso se obtiene:
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X=A+B

A
><
B Y=(A-B) W

Operacién mariposa para el algoritmo de
decimacién en frecuencia

En resumen:

= Decimacion en frecuencia: Los valores de entrada en orden natural, los valores a la salida se obtienen en orden
inverso.

= Decimacion en tiempo: Los valores de entrada en orden de bits invertidos, los valores a la salida se obtienen en
orden natural.

Binario Orden
Orden Natural Binario Invertido Invertido
0 000 000 0
1 001 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1
5 101 101 5
6 110 011 3
7 111 111 7
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6. Calculo de la Transformada Inversa Discreta de Fourier (IDFT) por me-
dio de la Transformada Directa Discreta de Fourier (DFT)

La IDFT esta definida como:

1 N—1
x(n) = NZX(k)W’”" (63)
k=0
N-1
Nx*(n) = Y X*(kyw™ (64)
k=0

aqui es importante notar que la DFT de X*(n) puede ser calculada con el mismo algoritmo de la FFT. Por lo tanto:

N—1
x(n) = LY X (W (65)
N k=0

Apéndice A. Identidad de Euler
Una sefial compleja en su forma polar o exponencial estd representada como:
s(t) = Ael/orte)
donde m es la frecuencia de la sefial, ¢ es la fase y A es la magnitud o amplitud de la sefial. s(¢) puede escribirse como:
s(t) = Ae/® e®
de tal manera que la identidad de Euler da la siguiente representacién rectangular equivalente:

s(t) = Acos(ot + ) + jsen(wr + @)
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