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4. Realce de la imagen

Los procesos de realce de imagenes consisten de una serie de técnicas cuyo objetivo es mejorar la apariencia visual
de una imagen, ya sea en contraste, ruido, escala de grises, distorsiones, luminosidad, falta de nitidez, etc., o bien con-
vertir o mapear la imagen a una mejor forma para su andlisis. El principal objetivo del realce de la imagen es procesar
una imagen de tal manera que el resultado obtenido sea el apropiado para una aplicacién especifica. Los métodos de
realce de imagenes los podemos dividir en dos categorias: los métodos de realce en el dominio espacial y los métodos
de realce en el dominio de la frecuencia. Los métodos de la primera categoria consisten en la manipulacién directa
de los pixeles de la imagen mientras que los métodos de la segunda categoria corresponden a técnicas basadas en la
representacion de los pixeles, a través de una transformacioén hacia el dominio frecuencial y usa como operador de
mapeo o transformacién a la DFT.

Dentro de los métodos de realce espacial podemos encontrar dos técnicas:

= El realce radiométrico donde las operaciones son efectuadas directamente sobre un pixel sin importar o tomar
en cuenta a los pixeles vecinos. Sirve para mejorar condiciones de bajo contraste, baja luminosidad o demasiada
obscuridad. Ejemplo: ecualizacion de histograma.

= El realce con operaciones entre vecinos que, a diferencia del realce radiométrico, las operaciones son efec-
tuadas sobre un pixel pero tomando en cuenta a los pixeles que lo rodean. Sirve para eliminar ruido o para el
mejoramiento de la nitidez. Ejemplo: kernel correspondiente a un filtro paso-bajas usando la convolucién para
realizar un filtrado espacial.

4.1. Realce punto a punto
4.1.1. Histograma

El histograma de una imagen es la representacién grafica de la distribucion que existe de las distintas tonalidades
de grises con relacion al nimero de pixeles o porcentaje de los mismos. La representacion de un histograma ideal seria
la de una recta horizontal, ya que eso nos indicaria que todos los posibles valores de grises estan distribuidos de manera
uniforme en nuestra imagen.

/ \ ey \'n -

Imagen de poco contraste. Imagen muy obscura




iy g

Imagen muy brillante Histograma ideal

El histograma de una imagen digital con niveles de gris en el rango [0,L — 1] es una funcién discreta P(r) = n,
donde r representa un nivel de gris y n, representa el nimero de pixeles que tienen ese valor de gris como se muestra
en la siguiente figura:

Es muy frecuente normalizar un histograma dividiendo cada uno de sus valores por el nimero total de pixeles en
la imagen, denotado por #n. De tal modo que el histograma nos quedaria P(ry) = ny/n, parak =0, 1,..., L— 1. De esta
manera, P(r;) da una estimacién de la probabilidad de la ocurrencia del nivel de gris ry. Hay que notar que la suma de
todos los componentes de un histograma normalizado es igual a 1.

4.1.2. Ecualizacion del histograma

La ecualizacién de un histograma consiste en encontrar una transformacién con la cual el histograma tenga una
representacion uniforme, es decir, con la ecualizacidn trataremos de igualar lo més posible el histograma de una imagen
al histograma ideal. Consideremos por un momento funciones continuas. Sea r la variable que representa los niveles
de gris de la imagen. Primeramente asumimos que nuestro histograma ha sido normalizado en el intervalo [0, 1], donde
r = 0 representa el nivel de gris negro y r = 1 el nivel de gris blanco.

Para cualquier r que satisfaga las condiciones anteriores, centramos nuestra atencion en transformaciones de la
forma:

s=T(r) 0<r<i1

la cual produce un nivel s para cada valor del pixel r en la imagen original. Sin embargo, para llevar a cabo esta
ecualizacién es necesario establecer dos restricciones, ya que sin estas podriamos obtener resultados erréneos:

1. T(r) debe ser monoténicamente creciente, esto indica que la pendiente de la funcién no puede ser negativa, ya
que si fuera asi, la imagen se veria afectada en su totalidad, por que lo que estarfamos haciendo seria invertirla

en sus tonalidades.
50
dr

2. T(r) debe tener inversa y debe ser monoténicamente creciente. Para resolver un problema como este se debe
suponer que r y s son continuas y que ademas:

= 7y s son variables aleatorias y continuas.

= P(r) y P(s) son funciones de densidad de probabilidad de r y s.



Figura 1: Ecualizacién de histograma
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La ley de conservacion de la probabilidad indica que

P.(r)dr = 1
0
1 1
= | P(r)dr = / Py(s)ds
0 0
Py(s)ds = Pi(r)dr|,_z-1(
dr
PS(S) = Pl’(r)a|r:T*'(x):1
dr 1
ds  P(r)
=ds = P(r)dr
=5 = / P, (w)dw=T(r) (1)
0
Ejemplo: Encontrar s = T(r) que ecualice P(s):
laty]
2
r
1
Solucién: P.(r) =2r 0<r<i
,
s= [ 2wdw=w?[y =1
0
Comprobando
dr
PS(S) = rU)j‘r:T*‘(y)
pero % =2ry P.(r) =2r por lo tanto:
1
Py(s) = ZrZ =1

por lo que si se cumple.

La siguiente figura muestra un ejemplo de ecualizacion. Podemos observar del histograma de la imagen original
que dicha imagen posee muchos niveles de gris altos, es decir, la imagen tiene mucho brillo. Después de la ecualizacién
del histograma, podemos observar que los niveles de gris se distribuyen mds uniformemente que en la imagen original.



Figura 2: Arriba: imagen antes de ecualizar y su histograma. Abajo: imagen después de ecualizar y su histograma
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4.1.3. Especificacion del histograma

Si ahora en lugar de ecualizar un histograma decidimos ajustarlo pero usando un histograma de otra imagen, es
decir, se desea tener aproximadamente la misma distribucién de una imagen con respecto a otra imagen que considera-
mos tiene un buen nivel de brillo. Esto tiene aplicaciones como por ejemplo unir varias imdgenes que fueron tomadas
en diferentes condiciones, como por ejemplo fotografia aérea.

Primeramente definimos las funciones de densidad de probabilidad P,(r) y P,(z) y las consideramos continuas
como antes. Sean r y z los niveles de gris de la imagen de entrada y la imagen procesada respectivamente. P,(r) puede
estimarse de la imagen de entrada dada mientras P,(z) es la funcién de densidad de probabilidad especificada. Como
antes sea

s= /OrP,(w)dw =T(r) @)

la transformacién para ecualizar la imagen de entrada para aproximar a un histograma ideal. Supongamos que definimos
la variable z con la siguiente propiedad:

v=G(2) = /0 “P(t)dr 3)

pero como deseamos que nuestro histograma se comporte o tenga una forma dada s = v, es decir, T (r) = G(z) entonces
z debe satisfacer las condicion:
¢=G(s) =G [T (r)] )

La transformacién T (r) puede ser obtenida usando la Ec.(2) una vez que P,(r) ha sido estimada de la imagen de entrada
y a su vez, la transformacién G(z) puede ser obtenida de la ecuacién usando la Ec.(3) ya que P;(z) esta dada y es la
especificacion del histograma.

Asumiendo que G~! existe y que satisface las condiciones 1 y 2 vistas en la subseccién anterior, las Ecs. (2) y (3)
muestran que una imagen con una funcién de distribucién de probabilidad especificada puede ser obtenida usando el
siguiente procedimiento:

1. Obtener T'(r) usando (2).



2. Usar la Ec. (3) para obtener la funcién de transformacién G(z).
3. Obtener la funcién de transformacién inversa , G~ (z).

4. Aplicamos la Ec. (4) a todos los pixeles de la imagen de entrada.
El resultado de este procedimiento serd una imagen cuyos niveles de gris z tendrdn la funcién de densidad de probabi-

lidad especificada, P;(z).
Ejemplo: Encontrar z = F(r).

Pin Pz)=-2z¢2

2 Qz[

s = /OrPr(w)dw

= / 2wdw
0

= wlj

r2

y de la especificacion tenemos:

v = /OZPZ(t)dt
/OZ(—Zt—i—Z)dt

= (- +2)ff
= 7242
por lo que
427 =
(z—1)?* = 17
7z = 1+v/1-#2

pero z = 1++/1 — r? no puede ser por que si evaluamos, cuando = 0, queda z = 2 y ya no esta dentro del intervalo
donde esta definida z, que es 0 < z < 1. Por el contrario al evaluar r en z = 1 —+/1 — 12, los valores para z si pertenecen
al intervalo. Por lo tanto la respuestaes z = 1 — /1 —r2.

La siguiente figura muestra un ejemplo de especificacion:



Figura 3: Arriba: imagen sin ajuste de histograma y su histograma. En el centro: imagen de referencia e histograma.

Abajo: imagen ajustada usando la técnica de especificacion de histograma.
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4.2. Filtrado espacial

Los filtros espaciales tienen como objetivo modificar la contribucién de determinados rangos de frecuencias de
una imagen. El término espacial se refiere al hecho de que el filtro se aplica directamente a la imagen y no a una
transformada de la misma, es decir, el nivel de gris de un pixel se obtiene directamente en funcién del valor de sus
vecinos.

Los filtros espaciales pueden clasificarse basandose en su linealidad: filtros lineales y filtros no lineales. A su vez
los filtros lineales pueden clasificarse segin las frecuencias que dejen pasar: los filtros paso bajo atentian o eliminan
las componentes de alta frecuencia a la vez que dejan inalteradas las bajas frecuencias; los filtros paso alto atentian o
eliminan las componentes de baja frecuencia con lo que agudizan las componentes de alta frecuencia; los filtros paso
banda eliminan regiones elegidas de frecuencias intermedias.

La convolucién es una operacién por la cual se lleva a cabo una accién de filtrado. Como veremos mds adelante y
como se ha visto en las propiedades de la Transformada de Fourier, existe una relacién entre el filtrado espacial y el
filtrado en el dominio de la frecuencia (con una restriccién a tomar en cuenta). En general, el filtrado de sefiales posee
tres categorias, segtin el resultado que se busque:

= Filtros Paso-Bajas: Son utilizados en la reduccién de ruido; suavizan y aplanan un poco las imdgenes y como



consecuencia se reduce o se pierde la nitidez. En inglés son conocidos como Smoothing Spatial Filters.

» Filtros Paso-Altas: Estos filtros son utilizados para detectar cambios de luminosidad. Son utilizados en la de-
teccién de patrones como bordes o para resaltar detalles finos de una imagen. Son conocidos como Sharpening
Spatial Filters

= Filtros Paso-Banda: Son utilizados para detectar patrones de ruido. Ya que un filtro paso-banda generalmente
elimina demasiado contenido de una imagen casi no son usados. Sin embargo, los filtros paso-banda son ttiles
para aislar los efectos de ciertas bandas de frecuencias seleccionadas sobre una imagen. De esta manera, estos
filtros ayudan a simplificar el andlisis de ruido, razonablemente independiente del contenido de la imagen.

4.2.1. Suavizado

Los filtros paso-bajas son utilizados para difuminar y reducir ruido en las imagenes, a este proceso se le conoce
en inglés como smoothing. El difuminado (blurring) es usado en etapas de preprocesamiento desde la eliminacién de
pequeiios detalles hasta la extraccién de objetos y rellenado de pequefios huecos en lineas y curvas. La reduccién de
ruido puede ser completada por el difuminado usando filtros lineales o bien con un filtrado no lineal.

Figura 4: Imagen original e imagen con ruido.
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La salida (respuesta) de un filtro paso-bajas lineal simplemente es un tipo de promedio de los pixeles contenidos
en la vecindad de la mascara del filtro. Estos filtros son frecuentemente llamados filtros promediadores. La idea detras
de estos filtros es la de reemplazar cada pixel en la imagen por un promedio de de los niveles de gris de los vecinos
definidos por la mascara del filtro.

Figura 5: Pérdida de nitidez.

J; Peérdida de nitidez

A continuacién se muestra un ejemplo de filtro paso-bajas de tamafio 3x3 llamados filtros de bloque:

11

Usando los filtros de bloque para la reduccién del ruido, como por ejemplo en la imagen con ruido de la figura 4, se
pueden obtener los resultados como los que se muestran en la figura 6.

En el disefio de los filtros es comiin que los kernels o mdscaras sean generados a partir de ciertas funciones que
tengan un comportamiento similar al deseado en el espacio continuo. En el caso de los filtros paso-bajas es comtin usar



Figura 6: Imagen con ruido suavizada usando un filtro de bloque de 7x7.
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la funcién Gaussiana la cual es aproximada en su forma discreta a través de los filtros binomiales obtenidos a través
de la funcién binomial o de los coeficientes del tridngulo de Pascal. La funcién Gaussiana tiene la siguiente expresion :

2

f(x) =Ne

donde N es una constante de normalizacién que depende de a pero no de x. Hay varias posibilidades para el exponente

a. En la forma estandar, a = ﬁ
Los filtros binomiales se generan a partir de la funcién binomial o bien del tridngulo de Pascal. La funcidon binomial

esta definida como: N!
N !
fN(x)=< X >=m ®

parax =0, 1,...,N. Donde N es el orden del filtro deseado.
Ejemplo 1: se desea disefiar un filtro en una dimensién de orden N = 2.

21
20 = a5

parax =0, f(0) = % =1;parax=1, f(1) = 1!(22i1)! = % =2;yparax=2, f(2) = % = 1. Por lo que el
filtro en una dimensién queda:
HLx)=[1 2 1]

En el tridangulo de Pascal tendriamos lo siguiente:

AW O =
—_
w
w
—_

Se deja como ejercicio al lector comprobar que f3(x) =[1 3 3 1]
= Propiedades de los filtros binomiales:

e Son separables, es decir, en dos dimensiones podemos aplicar un filtro de un mismo orden primero en la
direccién x y luego en la direccién y o viceversa.

e La convolucién de un filtro de orden N consigo mismo produce un filtro de orden 2N. Ejemplo:

L&) xfalx) = falx)



Los filtros binomiales en 2 dimensiones se obtienen de la siguiente manera:

v 1™ x [fv(x)]

para el caso del filtro de orden N = 2 tendriamos:

1 121
2 | x[1 2 1]=|2 4 2
1 121

Es comtn normalizar los filtros para no alterar la luminancia de la imagen, ya que el resultado es una suma y por lo
tanto se puede llegar a saturar. En el caso de nuestro ejemplo tendriamos el filtro binomial paso-bajas de orden N =2

normalizado:
1 1 2
T6 2 4
1 2

—_ N =

El resultado de aplicar un filtro suavizador binomial a una imagen con ruido como el de la figura 4 se muestra a
continuacion:

Figura 7: Imagen con ruido suavizada usando un filtro binomial de 7x7.
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4.2.2. Filtros basados en derivadas de la funcién Gaussiana

Los filtros basados en derivadas de Gaussianas fueron en un principio obtenidos de manera heuristica. Sin embargo
estos filtros tienen un fundamento matematico y un comportamiento muy similar al sistema de visién humano (HVS);
por ello son muy importantes ya que se especializan en la deteccion de cambios bruscos como los bordes.

Como se habia visto, la funcién Gaussiana tiene la siguiente expresion :

2

f(x) =Ne ™ 6)

donde N es una constante de normalizacién que depende de a pero no de x. Hay varias posibilidades para el exponente
a. En la forma estdndar, a = ﬁ. La primera derivada de Gaussiana tiene la siguiente forma:

flx)= fNZa(a)e_‘vC2 (7N
y la segunda derivada la expresion siguiente:
2

f(x) = N2a(2ax® —1)e %~ 8)

Las siguientes figuras muestran las cuatro primeras derivadas de la funcién Gaussianacon N =6 =1:



Figura 8: Primeras cuatro derivadas de Gaussiana.

Las derivadas de una funcién digital o discreta son definidas en términos de diferencias. La forma discreta de la
primera derivada de Gaussiana se puede expresar de la siguiente manera:

f)=fx=1)

Ahora bien, se desea disefiar un filtro espacial tal que g(x) = h(x) * f(x) y g(x) = f(x) — f(x—1). Como se habia visto
en clase,

fx) = flx)*8(x)

fx—=1)=f(x—1)*3(x—1)

por lo tanto, el filtro deseado h(x) tiene la siguiente expresion:

y tiene la siguiente representacién en el plano

Figura 9: Filtro h(x) = 8(x) —d(x— 1) .

y puede escribirse como:

h(x)=1[1 —1]

Si ahora agregamos un cero a nuestro filtro anterior, es decir:
h(x)=1[1 0 —1]

podemos reescribir a 2(x) como:

h(x) = 8(x+1)—8(x—1)

cuya representacion en el plano serfa:

10



Figura 10: Filtro A(x) =8(x+1) —8(x—1) .

el cual posee ya un comportamiento discreto de la primera derivada de Gaussiana en el plano continuo y estariamos
en la posibilidad de detectar cambios en la direccién x.

Estos filtros detectores de discontinuidades o cambios, basados en las derivadas de Gaussianas, tienen regularmente
aplicacion en tareas previas a la segmentacion como detectores de bordes.

Figura 11: Detectores de borde.

_r_—_,.ﬁ: fix)
I

S :
i

i
i
i
|
/?\ i £x)
! !
i
1

Y
Nl NN e
VYV

Para el caso de imagenes, la mascara utilizada serfa de la siguiente forma:

1 0 -1
1 0 -1
1 0 -1

y tendria la caracteristica de detectar cambios en la direccion X de la imagen. El filtro anterior se conoce como filtro
Prewitt.
Una variacién del filtro anterior es el siguiente:

1 0 —1
2 0 -2
1 0 -1

Este filtro es conocido como filtro Sobel (en este caso también en la direccion X). La razén por la cual este filtro usa
un peso de 2 al centro es para obtener algo de suavizado con lo cual se logra cierta reduccién de ruido. Los filtros Sobel
son también detectores de bordes. En un principio estos filtros se obtuvieron heuristicamente, pero posteriormente se
verificé que su funcionamiento correspondia a la aproximacién de una binomial de primer orden para una primera
derivada de una Gaussiana. A continuacién se muestran los filtros Prewitt y Sobel en la direccién Y:

1 1 1 1 2 1
0 0 0 0 0
-1 -1 -1 -1 -2 -1

Al igual que en los filtros paso-bajas o de suavizado, también es posible aproximar a las derivadas de Gaussianas
usando la funcién binomial. Los filtros generados a partir de estos se llaman también filtros binomiales. La forma

11



general de la funcién binomial para cualquier orden r de la derivada (o de diferencia) de Gaussiana y para cualquier
dimensién o longitud N del filtro se muestra a continuacién:

f&(x)v’( N ) ©)
donde
Vf(x) =fx)—fx—1) (10)
y
w0 = ) = an

es un caso especial de una familia de los filtros binomiales cuando r = 0. Algo que hay que notar es que las primeras
derivadas de Gaussianas son utilizadas para la deteccién de bordes mientras que las segundas derivadas de Gaussianas
indican si un pixel perteneciente a un borde esta dentro del nivel de gris obscuro o claro, llamdndose a esta propiedad,

cruces por cero.
Ejemplo: Encontrar el filtro binomial de dimensién N = 2 cuya derivada es de orden » =0 .

po-o()-(1)

si recordamos, la derivada de orden r = 0 corresponde a la funcién binomial vista en los filtros paso-bajas y entonces:

21
20 =G50

con lo cual obtenemos: para x = 0, f(0) = ﬁ =l;parax =1, f(1) = “(2211>! = % =2;yparax =2, f(2) =
2 — 1. Por lo que el filtro en una dimensién queda:

2101 —
Hx)=[1 2 1]

Ejemplo: Encontrar el filtro binomial de dimensién N = 2 cuya derivada es de orden r =1 .

f}v(X)=v‘<le )zv( N;l )

usando v/ f(x) = f(x) — f(x—1) tenemos que:

o-o("2)- (") ()= () ()

y entonces tenemos:

1 1
Ty
1 1 !

2(1)= T T I (R ) T

1 1
()= =2 T-@-0) |

por lo que le filtro resultante seria:
h(x)=[1 0 —1]

De la misma forma, con un tridngulo de Pascal modificado se pueden encontrar los coeficientes del filtro que aproximan
a la derivada de Gaussiana, en este caso para una primera derivada de Gaussiana:

N

AW N =
—

.

I

—

I

—



También existe una forma recursiva de encontrar los coeficientes y estd dada por:

V= AT e D) A @) - i 1) (12)
donde el caso base indica que:
N
fit-n=0 yim=( ") a3

= Estos filtros funcionan muy bien debido a que:

e Son separables.
o Estan inspirados en la funcién Gaussiana.
o Tienen derivada de Gaussiana.

e [ os perfiles coinciden con la forma en que trabaja el HVS.

Por tltimo cabe sefialar que, por ejemplo, para construir un filtro Sobel X se multiplica la aproximacién de la Gaussiana
por la aproximacién de su primera derivada:

1 1 0 -1
h(yy)=12 | x[1 0 —-1=]2 0 -2
1 1 0 -1

y de manera similar, para obtener el filtro Sobel Y se multiplica la aproximacién de la Gaussiana de la primera derivada
por la aproximacién de la Gaussiana.

1 12 1
h(x,y)=| 0 |x[1 2 1]=| 0 0 0
-1 -1 -2 -1

Otros tipos de filtros también importantes son los filtros laplacianos. Los filtros laplacianos no existen para la pri-
mera derivada. El Laplaciano es un operador de tipo escalar formado por las segundas derivadas de ambas direcciones
(X eY). Por lo tanto es capaz de detectar bordes, pero no en maximos y minimos (como el caso de los filtros Sobel) sino
en los cruces por cero. Este filtro se desarrolld por completo empiricamente y posteriormente se le encontré parecido
con la segunda derivada de la Gaussiana. La aproximacion del Laplaciano es:

-1 -1 -1
-1 8 -1
-1 -1 -1

Las siguientes figuras muestran el resultado de aplicar algunos de los filtros discutidos:

Figura 12: Filtro Prewitt aplicado en la direccién X a una imagen sin ruido y a una imagen con ruido.
Im. sin ruido. Filtro Frewitt ¥ Im. con ruico. Filtro Prewitt =

100 200 300 400 S00

13



Figura 13: Filtro Sobel aplicado en la direccién X a una imagen sin ruido y a una imagen con ruido.
Im. sin ruido. Filtro Sobel ¥ Im. con ruido. Filtro Sobel &
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Figura 14: Filtro Laplaciano aplicado a una imagen sin ruido y a una imagen con ruido.
Ir. sit puics, Filteo Laplaciano, Segunda derivaca I, con puicda, Filtro Laplaciano, Sequnda derivacz
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4.2.3. Mejoramiento de la nitidez

El mejoramiento de la nitidez o de la calidad visual de una imagen basado en los filtros unsharp masking tiene
bastante importancia en el procesamiento digital de imdgenes. Si se quisiera traducir al espafiol, unsharp masking
podria interpretarse como enmascaramiento (masking) de imagen borrosa (unsharp). Se basa en el hecho de que se
tiene una imagen borrosa (con pendiente pequefia), y se le resta una pendiente ain mds pequefia (fpp ). A su vez esto
va multiplicado por un factor k el cual se recomienda tome valores entre 1 y 3.

Figura 15: Unsharp masking.
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Después se suman la sefial de la diferencia con la original para obtener una pendiente mayor y por lo tanto més
resolucién. Lo anterior se puede expresar como:

k[ (6,y) = fea(x:y)] + f (6,y) = f(x,9) % hum

donde hyp(x,y) estd definido como:

hym(x,y) = 8(x,y) +kd(x,y) — khpp(x,y)

con lo cual tendriamos la forma final para los filtros unsharp masking la siguiente expresion:

hym (x,y) = (1+k)8(x,y) — khpg(x,y)

De la ecuacién anterior, se puede notar que si modificamos el filtro paso bajas fpg entonces el filtro unsharp masking
también cambiara. Esto implica que podemos tener varios filtros unsharp masking. Por ejemplo:
Si

hPB(xvy) ey

entonces el filtro unsharp masking queda definido de la siguiente forma:

k k k

0 0 0 X -5 —5 -3
hym(x,y)=1 0 14k 0 ~9 = _% 1_|_§k _g
o 00 E N g

4.3. Filtrado en frecuencia

El matematico Francés Jean Baptiste Joseph Fourier naci6 en 1768 en el pueblo de Auxerre, entre Paris y Dijon.
La contribucién por la cual €l es recordado fue publicada en 1822 en su libro, La Théorie Analitique de la Chaleur
(La Teoria Analitica del Calor). La contribucién de Fourier en este campo en particular basicamente establece que
cualquier funcién que se repite periédicamente puede ser expresada como una suma de senos y/o cosenos de frecuencias
diferentes, cada una multiplicada por un coeficiente diferente.

La correspondencia entre el filtrado espacial y el filtrado en el dominio de la frecuencia esta establecida por el
teorema de la convolucion. El proceso en el cual nosotros movemos una mascara de un pixel a otro pixel sobre una
imagen y calculamos una cantidad en cada pixel tiene su fundamento en dicho teorema. Formalmente, la convolucién
discreta de dos funciones f(x,y) y h(x,y) de tamafio M x N es denotada por f(x,y) xh(x,y) y es definida por la
expresion:

M—1N-1

Flxy) *h(x,y) = Zmen X —m,y—n)

mOn

Sea F'(u,v) y H(u,v) las transformadas de Fourier de f(x,y) y k(x,y) respectivamente. El teorema de la convolucién
indica que f(x,y)*h(x,y) y F(u,v)H (u,v) estan relacionadas de la siguiente manera:

f(x,y) *h(x,y) < F(u,v)H (u.v)

y de manera andloga que:
Fxy)h(x,y) < F(u,v)«H(u,v)

El proceso de filtrado en el dominio de la frecuencia se muestra en la siguiente figura:
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Figura 16: Teorema de la convolucion.
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El filtrado en frecuencia nos va a servir principalmente para observar las caracteristicas de los filtros al obtener su
espectro y de esa manera saber si se trata de filtros paso-bajas, paso-altas, etc. Otro factor por el cual es preferible hacer
filtrado en frecuencia es la aceleracion del algoritmo para calcular la Transformada Discreta de Fourier, usando para
esto las implementaciones de la Transformada Répida de Fourier [2].

4.4. Interpolacion

El proceso de interpolacion estd relacionado con el hecho de desear cambiar la tasa de muestreo de una sefial
discreta a una tasa menor o mayor con la que fue muestreada originalmente. El proceso con el cual se disminuye la
tasa de muestreo de una sefial discreta por un factor D se denomina decimacién o submuestreo (downsampling) y el
proceso con el cual se aumenta la tasa de muestreo de una sefial discreta por un factor 7 se denomina interpolacién
(upsampling).

Una de las mas simples formas de interpolacién es elegir la amplitud de un pixel de salida como la amplitud de
su vecino mds cercano. Estd interpolacién es llamada interpolacién del vecino mds cercano o bien interpolacién de
orden cero. El factor de interpolacién T indicard cuantos pixeles se desean interpolar. Por ejemplo, en una dimensién
podriamos ver lo siguiente, se tiene una sefial compuesta por cuatro muestras y se desea interpolar con un filtro A(x) de
orden cero con un factor de interpolacién 7 = 2 como se muestra en la siguiente figura:

Factor de interpolacion

[l L= NS

Sefal original —_— Sefial sobremuestreada

La sefial interpolada sera el resultado de hacer la convolucién de la sefial original sobremuestreada (agregando
ceros) con el filtro interpolador:

alx) dix-1)
hix)
01
Filtro interpolador de arden 0 s
« — (1111

Sefal interpolada, factor T=2, arden 0

Sefial sobremuestreada
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Como se puede ver, el factor de interpolacion indicard cuantos elementos se desean interpolar. En nuestro estudio
de imagenes, el factor de interpolacion indicard cuanto se quiere amplificar una imagen. En el caso de una imagen
tendriamos que hacer un proceso muy similar al efectuado en una dimensioén:

Imagen sobremuestreada

Factor de interpolacién a Q b a

i

T =2x2 01000 Imagen interpolada, factor T=2x2,

orden O

' C Q d a

ala|b|b

ala|b|b

Y

a b *
c d

Imagen original
1 1

Filtro interpolador de orden O

El orden del filtro indicard como se aproxima a través de un polinomio a la funcién representada por las muestras.
Existen muchos filtros interpoladores y en el caso de imédgenes estos se obtienen discretizando, en los valores deseados,
los polinomios interpoladores. Los polinomios interpoladores utilizados frecuentemente son: lineas, cibicos o bictibi-
cos. Un interpolador de orden cero basicamente efectiia un zoom duplicado. Un interpolador de orden lineal efectiia un
zoom asignando el promedio de dos muestras a la muestra interpolada.

Ejemplo: interpolar una imagen por un factor de 7 = 2x2 usando un filtro de orden lineal:

Como primer paso tenemos que encontrar al filtro interpolador, podemos encontrarlo en 1 dimensién y posterior-
mente extenderlo a 2 dimensiones. Luego se sobremuestrea la sefial por el factor 7' deseado, en este caso T = 2x2. En
1 dimensién y tomando como sefial original la presentada anteriormente se tendria lo siguiente:

Rx) =[R2 1 12

B(x)
Six-1w2 T B(x-1)2 |
i A
10 1 b ...
Filtro interpolador de orden 1 a""T T . d
* — > [
b _ HERER
a T g Sefialinterpolada, factor T=2, orden 1
[

a1 23 456 7
Sefial sobremuestreada

Como se puede ver, el comportamiento de la sefial interpolada con un filtro de orden lineal es mas suave que la
sefial interpolada de orden cero. Este comportamiento se puede mejorar si incrementamos el orden del polinomio.

Existe también otro método de interpolacion y es que se realiza en el dominio de la frecuencia. Uno de los princi-
pales fundamentos de las sefiales discretas es que el “zero padding” en un dominio resulta en un incremento de la tasa
de muestreo en el otro dominio.
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